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O trabalho busca analisar empiricamente a coerência, pela definição de 
Artzner et al. (1997), do Valor em Risco (VaR) e do Expected Shortfall no 
Mercado Brasileiro de Ações, calculados pela metodologia da Simulação 
Histórica, pela metodologia Analítica com uso da volatilidade EWMA do 
RiskMetrics
TM e pela metodologia Híbrida desenvolvida em Boudoukh et al. 
(1998). Utilizam-se como amostra as dez ações mais líquidas da Bovespa 
em novembro de 2003, com os preços abrangendo o período de 4/jul/1994 a 
31/out/2003. A fim de se testar o VaR, utiliza-se o teste desenvolvido em 
Kupiec (1995), e para o Expected Shortfall, o teste caudal de Berkowitz 
(2001). É realizada uma análise comparativa do Expected Shortfall 
calculado pelas três metodologias, utilizando-se para isso o critério de 
Pitman (1937), o desvio médio simples e o desvio médio quadrático. Os 
resultados indicam que a metodologia Híbrida é a que leva ao Expected 
Shortfallque mais se aproxima da perda quando esta supera o VaR. 
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1. Introdução 
O VaR é uma medida de risco que resume, em um simples e facilmente 
compreensível número, o risco de uma instituição proveniente da flutuação dos preços 
no mercado financeiro. Segundo Jorion (2000), essa é a razão para sua rápida ascensão 
como ferramenta essencial para o gerenciamento do risco, levando o Comitê de Basiléia 
a autorizar sua utilização nos modelos internos das instituições financeiras. As duas 
formas tradicionais de estimação do VaR, a Simulação Histórica e a Analítica, vêm 
sendo bastante utilizadas no Brasil e no mundo e tiveram seu uso aumentado durante os 




Boudoukh et al. (1998) propõem uma metodologia Híbrida de cálculo do VaR 
que combina e procura herdar o que há de melhor da metodologia da Simulação 
Histórica e da metodologia Analítica com uso da volatilidade EWMA proposta no 
RiskMetrics
TM.Tal metodologia tem a vantagem de capturar o comportamento cíclico da 
volatilidade dos retornos ao utilizar o alisamento exponencial e a vantagem de não 
trabalhar com a hipótese de normalidade dos retornos, utilizando diretamente a 
distribuição histórica. 
Em fins da década de 1990, Artzner et al. (1997, 1999) definem o conceito de 
medidas coerentes de risco, um conjunto de quatro propriedades (sub-aditividade, 
monotonicidade, homogeneidade positiva e invariância de translação), às quais uma 
medida de risco deveria possuir para ser considerada coerente.Concluem que o VaR 
calculado pela Simulação Histórica não é uma medida coerente de risco, por não atender 
à propriedade da sub-aditividade, segundo a qual a soma das medidas de risco dos 
ativos considerados individualmente deve ser sempre maior ou igual à medida de risco 
tomada para a carteira, refletindo o efeito da diversificação das carteiras. O mesmo 
problema ocorre na metodologia Híbrida. Outra importante crítica, apresentada por 
Yamai e Yoshiba (2002), são possíveis elevadas perdas na cauda da distribuição não 
capturadas pelo VaR, seja analítico ou histórico. Investidores que empregam somente o 
VaR como medida de risco podem construir posições arriscadas que resultem em 
grandes perdas nos níveis além do VaR. Já o VaR calculado de forma analítica não 
apresenta falha na sub-aditividade, porém tem a desvantagem de pressupor a hipótese de 
normalidade dos retornos, estando em desacordo com as séries de dados financeiros,   5 
que geralmente apresentam caudas gordas e assimetria. Assumindo a normalidade dos 
retornos, o VaR é sempre um múltiplo do desvio-padrão, o que satisfaz a sub-
aditividade, pois o desvio-padrão atende sempre a essa propriedade, conforme é 
demonstrado por Yamai e Yoshiba (2002). 
Para resolver o problema de falta de sub-aditividade e o de não se considerarem 
as perdas além do VaR, Artzner et al. (1997, 1999) propõem o uso do Expected 
Shortfall, a expectativa da perda condicionada à violação do VaR. A idéia de associar ao 
conceito de Expected Shortfall o conceito da metodologia Híbrida já aplicada ao VaR 
surge naturalmente.  
A relevância dos problemas inerentes ao VaR na prática da gestão de risco 
também deve ser considerada. Apesar do problema da falta de sub-aditividade, o VaR 
histórico e o híbrido continuam a ser utilizados sem reservas por instituições 
financeiras, mostrando que esse aspecto não é relevante para muitos administradores de 
risco. Contudo, a sub-aditividade pode ser relevante em alguns casos. Se um 
requerimento de margem no mercado futuro falha em satisfazer à sub-aditividade, o 
investidor pode reduzir seu requerimento inicial dividindo suas posições em contas 
separadas. Já o problema de não considerar as possíveis elevadas perdas na cauda é 
relevante, pois tais perdas podem levar à insolvência de instituições. O Expected 
Shortfall surge como solucionador deste problema, porém na prática essa medida ainda 
não substitui o VaR, por não ter sido referendada por Basiléia. Conforme Longin 
(2001), é mais difícil testar o ES do que o VaR, devido à pouca quantidade de 
informação. Tal dificuldade, segundo Yamai e Yoshiba (2002), é um dos motivos pelos 
quais o ES não é adotado por Basiléia. Por ser sempre mais conservador que o VaR, o 
ES passaria com mais facilidade no teste de falhas binomiais proposto por Basiléia, mas 
seria rejeitado com maior freqüência no teste de Kupiec (1995), pois este apresenta um 
limite inferior. O conservadorismo maior do ES é também um fator que pode levar à 
relutância das instituições em substituir o VaR, pois geraria exigências de capital 
maiores. 
O objetivo deste trabalho de pesquisa é o de analisar empiricamente a coerência 
do VaR e do Expected Shortfall, calculados pela metodologia da Simulação Histórica, 
pela metodologia Analítica com uso da volatilidade EWMA e pela metodologia Híbrida, 
utilizando como amostra uma carteira formada pelas dez ações mais líquidas em 
novembro de 2003, abrangendo o período de 4/jul/1994 a 31/out/2003. O trabalho se   6 
propõe a aplicar ao VaR o teste de Kupiec (1995) e ao Expected Shortfall,  o de 
Berkowitz (2001), e se propõe, também,fazer uma análise comparativa do Expected 
Shortfall calculado pelas três metodologias, utilizando o critério de Pitman (1937), o 
desvio médio simples e o desvio médio quadrático.  
Na seção 2, faz-se uma descrição da metodologia empregada, os resultados são 
apresentados e discutidos na seção 3, e, finalizando, as conclusões são apresentadas na 
seção 4. 
2. Metodologia 
A metodologia da Simulação Histórica se baseia em informações passadas para 
fazer estimativas com relação aos retornos futuros. Observa-se uma janela de retornos 
passados, estima-se que ela seja a distribuição futura, e a partir dela obtém-se o VaR 
histórico, o simétrico do p-ésimo percentil, sendo p o nível de significância. Conforme 
Lopes (1999), o p-ésimo percentil tem no mínimo p% dos valores menores que si e no 
mínimo (100-p)% dos valores acima. Para o cálculo do Expected Shortfall na 
metodologia Histórica utiliza-se a equação apresentada em Acerbi e Tasche (2002): 
[] Hist Hist VaR X X ES − ≤ Ε − = , (1) 
sendo X a janela com a distribuição dos retornos passados do ativo. Assim, o ES é o 
simétrico da média aritmética dos retornos menores ou iguais ao simétrico do VaR. 
A metodologia Analítica desenvolvida no RiskMetrics
TM assume que a 
distribuição futura dos retornos segue a distribuição Normal com média zero e 
volatilidade calculada pela metodologia EWMA, que dá peso maior às informações 
mais recentes e menor às informações mais antigas, com diminuição exponencial dos 
pesos de acordo com um fator de decaimento lambda. A volatilidade EWMA (σEWMA) 
foi calculada mediante a fórmula recursiva, e o VaR foi obtido pelo simétrico do 
produto da volatilidade pela inversa da função distributiva acumulada da Normal Padrão 
( )
1 − Φ  para o nível de significância desejado, conforme a fórmula seguinte. 
() α σ
1 − Φ × − = EWMA Analítico VaR  (2) 
Conforme Yamai e Yoshiba (2002) e Kerkhof e Melenberg (2003), quando a 
distribuição por trás da geração dos retornos é conhecida e esta não precisa ser 
necessariamente a Normal, o ES e o VaR são múltiplos um do outro, porque ambos são   7 
múltiplos da volatilidade. Conforme o trabalho desses autores, para a distribuição 







= ES , (3) 
sendo  φ  a função de densidade da distribuição Normal padrão; Φ a função de 
distribuição acumulada da Normal Padrão; e α o nível de significância.  
O ES ao nível de α% corresponderá ao VaR a um determinado nível β%, sempre 
menor que α%. Por exemplo, considerando-se a distribuição Normal, o ES ao nível de 
2,5% (o ES calculado considerando-se como condição o VaR de 2,5%) tem o mesmo 















1  (4) 
Para o cálculo do ES pela metodologia Analítica com uso da volatilidade 
EWMA, utiliza-se a relação, para distribuições Normais, segundo a qual o ES ao nível α 
equivale ao VaR ao nível β, sendo a relação entre o α e o β dada pela fórmula 4. Assim, 
o Expected Shortfall na metodologia Analítica resultou da fórmula: 
() () () β σ β α
1 − Φ × − = = EWMA VaR ES  (5) 
A abordagem híbrida de cálculo do VaR desenvolvida em Boudoukh et al. 
(1998) é implementada em três passos: 
1º Passo): Sendo Rt o retorno logarítmico do ativo ou carteira referente à data t, 










































L  respectivamente,  (6) 
sendo λ ο coeficiente de decaimento exponencial dos pesos e K o tamanho da janela 






assegura que o somatório final dos pesos resulte sempre 
em 1, não importando o valor do λ ou do K utilizado; 
2º Passo): Ordenam-se os retornos em ordem crescente acompanhados dos 
pesos;   8 
3º Passo): A fim de obter o VaR de α%, iniciando-se pelo menor retorno, os 
pesos vão sendo acumulados até que ο nível alfa seja ultrapassado. A interpolação linear 
é utilizada entre os pontos adjacentes para obter exatamente o α% da distribuição. 
Os pesos atribuídos na metodologia Híbrida podem ser vistos como repetições 
ou freqüências dos retornos a que se referem. Os pesos acumulados são as freqüências 
acumuladas, equivalendo à probabilidade de todos os retornos da janela de cálculo 
serem menores ou iguais ao retorno a que se refere.  
A sugestão apresentada neste trabalho para o ES híbrido segue a definição de 
Expected Shortfall, considerando o corolário 4.3, descrita em Acerbi e Tasche (2001, 
2002). Na literatura são encontradas algumas variantes do Expected Shortfall, alterando-
se, inclusive, a denominação como Tail Conditional Expectations, Conditional Value-
at-risk, Tail Mean. Entretanto, a definição generalizada de Acerbi e Tasche (2002) é a 
única que é robusta, por apresentar sempre a sub-aditividade, independentemente de a 
distribuição dos retornos ser contínua ou discreta. 
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() {}















α x x X X
ES
x X   (7) 
sendo  X  a série de retornos da janela considerada;  {} condição Ι a função indicadora, que é 1 
se a condição entre as chaves é verdadeira e 0 caso não o seja;  () α x  o quantil α superior, 
definido a seguir; α o nível de significância;  () [ ]
α x X ≤ Ρ  a probabilidade dos retornos X 
serem menores ou iguais ao quantil α superior. 
() [] {} α
α > ≤ Ρ ℜ ∈ = x X x x inf  (8) 
O quantil α superior é, entre todos os retornos com freqüência acumulada maior 
que  α, o menor retorno, o ínfimo. O Expected Shortfall é a média dos α% piores 
retornos da janela. Só que na metodologia Híbrida de cálculo aqui proposta, ele é a 
média ponderada pelos pesos dos α% piores retornos da janela. Traduzindo a fórmula 
do ES, ela diz para selecionar todos os retornos menores ou iguais ao quantil α superior, 
limitar o peso associado ao quantil α superior até que o peso acumulado não ultrapasse 
o nível de significância α. Obtém-se o ES calculando-se o simétrico da média desses 
retornos selecionados ponderados pelos pesos.   9 
A metodologia Analítica e a Híbrida utilizam o fator de decaimento, que 
teoricamente pode variar no intervalo [0,1]. Neste trabalho, o lambda pode assumir 
valores variando de 0,80 a 0,99 ao passo de 0,01, que são selecionados por processo de 
otimização. Para o ES dessas duas metodologias, é implementado um processo de 
otimização do lambda que tem por objetivo obter o melhor ES, considerando-se o 
lambda ótimo aquele que obtém para a carteira igualmente ponderada (e não para todos 
os ativos) o menor somatório dos desvios entre o ES calculado e a perda do dia 
seguinte, dado que o VaR é violado. Assim, o ES dado pelo lambda ótimo é aquele que 
tem para a carteira o maior acerto em ser a expectativa da perda quando esta é superior 
ao VaR, ou seja, o ES que no geral fica mais próximo da perda quando o VaR é violado. 
Para todo o período abrangido pela amostra de preços, de 4/jul/1994 a 31/out/2003, são 
definidas janelas de calibração com 250 dias úteis nas quais é selecionado um lambda 
ótimo, e janelas de teste com os 100 dias úteis seguintes, nas quais é aplicado o lambda 
ótimo selecionado. Para o VaR analítico, é utilizado o processo de otimização da 
máxima verossimilhança descrito por Hull (1999), considerado somente para a carteira. 
Para o VaR híbrido, é selecionado para cada janela de calibração o fator de decaimento 
que leva a uma proporção de falhas do VaR mais próxima do nível de significância 
deste, também para a carteira. As tabelas com os diferentes lambdas selecionados para o 
ES podem ser observadas em Silva (2004). 
Usando o ES, os administradores de risco podem avaliar as dimensões das 
perdas além do VaR.A utilização do ES, entretanto, ainda depende da escolha de 
eficientes métodos de backtest.Foram encontradas na literatura três metodologias que se 
propõem ser um bom backtest para o ES: Härdle e Stahl (1999), Kerkhof e Melenberg 
(2003) e Berkowitz (2001). Silva (2004) conclui que essas três propostas são mais 
aplicáveis a metodologias de cálculo do ES que fazem suposição acerca da distribuição 
dos retornos, definindo-se a distribuição e seus parâmetros, encontrando dificuldades 
para aplicá-las à metodologia Histórica e Híbrida. Tais metodologias de backtest 
avaliam se a estimativa que se faz acerca da distribuição de probabilidade dos retornos 
confere com os retornos realizados. Silva (2004) aplica o teste caudal de Berkowitz 
(2001) somente à metodologia Analítica. Todavia, neste trabalho, aplica-se o teste 
caudal de Berkowitz inclusive às metodologias Histórica e Híbrida. 
Partindo dos trabalhos de Crnkovic e Drachman (1996) e de Diebold, Gunther e 
Tay (1997), Berkowitz (2001) apresenta uma nova maneira de avaliar modelos   10 
baseando-se na análise de toda a distribuição de probabilidade prevista, fazendo com 
que a informação contida na previsão acerca da distribuição de retornos combinada às 
realizações ex-post seja suficiente para construir um teste robusto até com pequenas 
amostras de, por exemplo, 100 observações. Berkowitz (2001) introduz uma extensão 
da transformação de Rosenblatt (1952), que produz, sob a hipótese nula, variáveis 
independentes e identicamente distribuídas conforme a distribuição N(0,1), o que 
permite a estimação da verossimilhança gaussiana e a construção de testes estatísticos 
baseados na verossimilhança que são convenientes, flexíveis e que possuem boas 
propriedades com relação ao tamanho da amostra. 
Na aplicação do teste caudal de Berkowitz (2001), utilizou-se a extensão da 
transformação de Rosenblatt (1952): 
() [] t t y F z
1 − Φ = ,  (9) 
sendo  ) (
1 ⋅ Φ
− a inversa da função de distribuição da Normal Padrão; F (⋅) a função de 
distribuição prevista no modelo (a suposição acerca da distribuição dos retornos); yt a 
série de dados efetivamente realizados; e zt os dados transformados. Assim, para cada 
retorno da série de retornos de cada ativo abrangendo o período total da amostra para 
cada dia t (yt), aplica-se, no caso da metodologia Analítica, a função de distribuição 
acumulada da Normal com média zero e volatilidade dada pela metodologia EWMA 
para o dia t (F (⋅)). Para cada um dos valores da série obtida, aplica-se a inversa da 
função distribuição da Normal Padrão ( ) (
1 ⋅ Φ
− ), obtendo-se os dados transformados (zt). 
No caso das metodologias Histórica e Híbrida, verifica-se, dentro das janelas de cálculo 
utilizadas para obtenção do VaR e do ES de cada dia, o posicionamento ordenado do 
retorno do dia seguinte, definindo-se o quantil, o que funciona como a aplicação da 
função de distribuição acumulada F (⋅). Calcula-se a razão de log-verossimilhança para 
verificar se a série zt éN(0,1), de forma a não rejeitar a hipótese nula de que a 
estimativa, quanto à distribuição dos retornos, é boa. 
Para comparar o desempenho das três formas diferentes de se calcular o 
Expected Shortfall apresentadas neste trabalho, utiliza-se o critério de Pitman (1937), 
uma medida de afastamento que serve para analisar qual das três leva a um ES mais 
próximo da perda quando esta supera o VaR. O artigo de Rao (1981) marca o 
renascimento do critério de Pitman, considerando-o uma alternativa ao erro médio   11 
quadrático. De acordo com sua definição, descrita em Abramovitz (2001), uma medida 
1 T  está mais próxima de θ  que  2 T  se: 
() % 50 2 1 ≥ − ≤ − θ θ T T P  (10) 
Após o cálculo do Expected Shortfall pelas três metodologias, para as 12 
combinações de parâmetros α (nível de significância) e K (tamanho da janela do 
cálculo), aplica-se o critério de Pitman (1937) com o objetivo de verificar qual das três 
metodologias apresenta um resultado que é mais freqüentemente mais próximo da 
perda, dado que o VaR calculado é violado. Em todo o período da amostra, 
considerando-se os dias de falha comum do VaR pelas três metodologias, para cada um 
dos ativos e para a carteira igualmente ponderada, comparam-se dois a dois o ES 
histórico, o analítico e o híbrido, observando-se qual dos dois fica mais vezes mais 
próximo da perda quando esta viola o VaR, ou seja, responde-se às três sentenças: ES 
analíticofEs histórico? ES histórico f ES híbrido? ES analítico f ES híbrido? 
3. Amostra e Resultados 
Nesta seção, primeiramente é apresentada a descrição da amostra utilizada. 
Depois, analisa-se o atendimento ao critério da sub-aditividade pelo VaR e pelo ES 
calculados pelas três metodologias para 12 combinações de parâmetros. É então 
aplicado ao VaR o teste de Kupiec (1995) e ao ES o teste de razão de verossimilhança 
caudal de Berkowitz (2001). Finalizando, realiza-se a comparação do ES calculado 
pelas três metodologias, utilizando-se primeiramente o critério de Pitman e depois o 
desvio médio simples e o desvio médio quadrático. 
Foram obtidos da Economática
ii os preços de fechamento das dez ações de maior 
peso no Ibovespa em 10/nov/2003, consideradas por isso as mais líquidas, e que ao 
mesmo tempo possuíssem dados disponíveis de 4/jul/1994 até 31/out/2003. As ações 
selecionadas foram: Petrobras PN, Petrobras ON, Eletrobrás PNB, Eletrobrás ON, 
Bradesco PN, Cemig PN, Itaubanco PN, Vale do Rio Doce PNA, Usiminas PNA e CSN 
ON.  
Para observar a propriedade sub-aditividade tanto do VaR como do Expected 
Shortfall, em cada uma das 12 combinações de nível de significância e tamanho da 
janela de cálculo, somam-se os valores das medidas de risco calculados diariamente 
para os 10 ativos multiplicados, cada um, pelo peso 1/10. Essa soma é comparada com o   12 
VaR e o ES calculados para a carteira.Caso a soma dos valores individuais dos ativos, 
considerando o peso 1/10 de cada um, seja menor do que o valor calculado para a 
carteira, conta-se a ocorrência de uma falha na sub-aditividade. A tabela 1 apresenta os 
resultados da verificação da sub-aditividade para 12 combinações dos parâmetros “nível 
de significância” e “tamanho da janela de cálculo”. 
Conforme previsto em Yamai e Yoshiba (2001), verifica-se que a metodologia 
Analítica realmente não apresenta nenhuma falha na sub-aditividade, tanto para o VaR 
como para o ES.O VaR histórico apresenta falhas na sub-aditividade para algumas 
combinações de parâmetros, mas que são totalmente corrigidas pelo Expected Shortfall, 
o que também está de acordo com a literatura. Percebe-se que o VaR calculado pela 
metodologia Híbrida também apresenta falhas na propriedade da sub-aditividade, com 
persistência até maior do que as do VaR histórico. O Expected Shortfall híbrido também 
passa no critério da sub-aditividade. 
Tentou-se observar uma regra que diria se a ausência da sub-aditividade era mais 
provável de ocorrer para alfas menores ou maiores, ou então com janelas menores ou 
maiores, porém os resultados da tabela 1 não sugerem a existência de regra 
parecida.Isso leva a crer que a possibilidade de ocorrência de falhas na sub-aditividade 
vai estar ligada unicamente à distribuição dos retornos dos ativos. 
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Tabela 1 - Falhas no critério da sub-aditividade para o VaR e para o Expected 
Shortfall calculados pelas metodologias Histórica, Analítica e Híbrida, para as dez 
ações mais líquidas da Bovespa e para a carteira igualmente ponderada, no 
período de julho de 1994 a outubro de 2003. 
Parâmetros  Falhas de sub-aditividade  Número de Observações 
Histórico Analítico  Híbrido  Nível 
de sig.  Janela 
VaR  ES  VaR   ES  VaR   ES 
Histórico Analítico Híbrido 
50  0 0  6  0  2.261  2.011 
100 47  0  43  0  2.211  1.961  1% 
250 170  0 
0 0 
82  0  2.061 
1.961 
1.811 
50 13  0  46  0  2.261  2.011 
100 103  0  31  0  2.211  1.961  2,5% 
250  0 0 
0 0 
54  0  2.061 
1.961 
1.811 
50 45  0  33  0  2.261  2.011 
100  0 0  10  0  2.211  1.961  5% 
250  0 0 
0 0 
19  0  2.061 
1.961 
1.811 
50  0 0  6  0  2.261  2.011 
100  0 0  13  0  2.211  1.961  10% 
250  0 0 
0 0 
5  0  2.061 
1.961 
1.811 
Obs.: Os lambdas utilizados nas metodologias Analítica e Híbrida variam a cada 100 dias da 
amostra e são obtidos por processo de otimização. São utilizados os níveis de significância de 
1%, 2,5%, 5% e 10%, e janelas móveis de 50 dias, 100 dias e 250 dias para o cálculo do VaR e 
do ES. 
 
Uma vez que o Expected Shortfall é uma perda média que está condicionada à 
violação do VaR, resolveu-se fazer o backtest deste, utilizando-se para isso a 
metodologia de Kupiec (1995).A tabela 2 traz as proporções de falhas do VaR da 
metodologia Histórica para cada um dos ativos e para a carteira igualmente ponderada, 
para cada uma das combinações de parâmetros. Os casos de rejeição do VaR estão 
grifados e são aqueles em que a proporção de falhas ficoufora do intervalo definido 
pelos limites de Kupiec, que também se encontram na tabela. 
O VaR histórico calculado para a carteira só não foi rejeitado no teste de Kupiec 
para as combinações em que a janela de cálculo era de 250 dias, o mesmo ocorrendo 
com os 10 ativos, o que significa que no geral os resultados foram considerados ruins 
para as janelas menores, pois o número de falhas não ficou dentro do intervalo esperado. 
Esse resultado para o VaR histórico está de acordo com o trabalho de Pritsker (2001), 
que externa uma preocupação com metodologias históricas com janelas de dados 
pequenas. Segundo o autor, há uma tendência para que o modelo subestime o risco, em 
razão da pouca quantidade de extremos na distribuição dos dados. Com isso, uma maior   14 
extensão de dados passados é necessária para a eficiência das metodologias. Conforme 
apontado pelo próprio Kupiec (1995), o teste de proporção de falhas tem baixo poder 
para amostras pequenas, ou seja, esse teste tem uma alta probabilidade de aceitar a 
hipótese nula quando ela é falsa em amostras com número de observações limitado. 
Porém, tal constatação não tem relação alguma com os resultados encontrados, uma vez 
que as janelas de cálculo é que são pequenas, e não as amostras, que têm no mínimo 
1.811 dados para K=250 dias, e no máximo 2.261 dados para K=50 dias. Ou seja, no 
cálculo do VaR histórico, pode-se variar o tamanho da janela de cálculo, considerando-
se, por exemplo, 50 dias, 100 dias ou 250 dias de informações do passado; enquanto o 
tamanho da amostra, na qual se aplica o backtest, é a quantidade de dias em que se tem 
o VaR calculado, não importando o tamanho da janela utilizada para o cálculo. Assim, 
pode-se trabalhar com janela de cálculo pequena, de 50 dias, e ao mesmo tempo dispor 
de uma amostra grande, de mais de 1.800 dias. Os resultados obtidos foram ruins para 
as janelas de 50 dias e 100 dias por causa do tamanho reduzido da janela de cálculo, 
constatando-se a conclusão de Pritsker (2001). O tamanho da amostra de no mínimo 
1.811 dias foi suficiente para que o teste de Kupiec aplicado deixasse de ter um baixo 
poder conforme citado por Kupiec (1995).  
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Tabela 2 - Proporção de falhas do VaR calculado pela metodologia Histórica para 
as dez ações mais líquidas da Bovespa e para a carteira igualmente ponderada, no 
período de julho de 1994 a outubro de 2003, e Limites de Kupiec ao nível de 
significância de 5%.  
α = 1% α  = 2,5% α  = 5% α  = 10%  ATIVOS 
K=50 K=100  K=250  K=50 K=100  K=250  K=50 K=100  K=250  K=50 K=100  K=250 
PETR4  2,96%  2,13%  1,31%  4,51%  3,62%  2,52%  7,08%  6,38%  5,24%  11,81%  10,90% 9,17% 
ELET6  2,88%  1,90%  1,26%  4,38%  3,62%  2,86%  7,26%  6,38%  4,95%  11,77%  11,00% 9,61% 
BBDC4  2,70%  1,90%  1,02%  4,42%  3,21%  2,62%  6,77%  6,02%  5,15%  12,12%  11,45%  10,05% 
CEMIG4 2,48%  2,35%  1,26%  4,47%  3,48%  2,62%  6,99%  5,70% 4,61% 11,64%  9,95% 9,90% 
ITAU4  2,83%  2,17%  1,12%  4,20%  3,57%  2,57%  6,90%  5,97%  5,19%  11,77%  10,86% 9,95% 
VALE5  3,10%  2,13%  1,17%  4,34%  3,71%  2,57%  7,04%  5,84% 4,76% 11,77%  10,50% 9,27% 
PETR3  2,70%  1,81%  1,12%  4,34%  2,90% 2,67% 6,77%  6,02%  5,00%  11,33%  10,32% 9,27% 
USIM5  2,48%  2,17%  1,31%  4,42%  3,26%  2,52%  7,17%  6,47%  5,15%  11,37%  10,95% 9,51% 
CSNA3  2,48%  2,17%  1,46%  4,20%  3,57%  3,16%  7,12%  6,20%  5,05%  12,48%  11,00% 10,83% 
ELET3  2,70%  2,40%  1,60%  4,60%  3,80%  2,96%  7,04%  6,20%  5,05%  11,55%  11,00% 10,10% 
Carteira  3,05%  2,08%  1,36%  4,25%  3,53%  2,67%  6,73%  6,15%  5,00%  12,21%  11,40%  9,90% 








Inf. 1,44%  1,44% 1,46% 3,17%  3,18% 3,20% 5,92%  5,93% 5,97% 11,26% 11,27% 11,32% 
Obs.: São utilizados os níveis de significância de 1%, 2,5%, 5% e 10%, e janelas móveis de 50 dias, 100 
dias e 250 dias para o cálculo do VaR e do ES. 
 
A tabela 3 traz as proporções de falhas do VaR da metodologia Analítica para 
cada um dos ativos e para a carteira igualmente ponderada, para cada um dos níveis de 
significância do VaR. 
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Tabela 3 - Proporção de falhas do VaR calculado pela metodologia Analítica para 
as dez ações mais líquidas da Bovespa e para a carteira igualmente ponderada, no 
período de julho de 1994 a outubro de 2003, e Limites de Kupiec ao nível de 
significância de 5%.  
ATIVOS  α = 1% α  = 2,5% α  = 5% α  = 10% 
PETR4  2,04%  3,16% 4,85% 8,52% 
ELET6  1,48%  2,60% 4,85% 9,54% 
BBDC4  1,73%  2,91% 4,95% 9,18% 
CEMIG4  1,73%  3,27%  5,20% 10,26% 
ITAU4  1,79%  3,11% 5,20% 8,98% 
VALE5  1,22% 2,65% 4,44% 8,37% 
PETR3  1,63%  2,91% 4,64% 8,06% 
USIM5  1,89%  2,96% 4,74% 9,29% 
CSNA3  1,84%  3,11% 4,95% 8,78% 
ELET3  1,79%  3,32%  6,17%  9,90% 
Carteira  1,84%  3,37%  5,66% 9,13% 








Inf.  1,47% 3,22% 5,99%  11,35% 
Obs.: Os lambdas utilizados variam a cada 100 dias da 
amostra, e são obtidos por processo de otimização. São 
utilizados os níveis de significância de 1%, 2,5%, 5% e 10% 
para o cálculo do VaR e do ES. 
 
Com relação ao VaR analítico, pode-se dizer que para os níveis de significância 
de 2,5%, 5% e 10%, os resultados são satisfatórios, pois na maioria das combinações 
temos a não-rejeição do VaR da maioria dos ativos.Os resultados foram melhores ainda 
para o nível α de 5%, só havendo a rejeição do VaR de Elet3.  
A tabela 4 traz as proporções de falhas do VaR da metodologia Híbrida para 
cada um dos ativos e para a carteira igualmente ponderada, para cada uma das 
combinações de parâmetros. 
Constata-se que quanto menor o nível de significância e quanto menor o 
tamanho da janela, maior a rejeição do VaR híbrido pelo teste de Kupiec.O VaR híbrido 
só começa a não ser rejeitado pelo teste a partir da janela de 250 dias para o nível de 
significância 2,5%, e a partir da janela de 100 dias para os níveis 5% e 10%. O trabalho 
de Boudoukh et al. (1998) que introduz a abordagem híbrida não aplica o teste de 
Kupiec (1995). 
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Tabela 4 - Proporção de falhas do VaR calculado pela metodologia Híbrida para as 
dez ações mais líquidas da Bovespa e para a carteira igualmente ponderada, no 
período de julho de 1994 a outubro de 2003, e Limites de Kupiec ao nível de 
significância de 5%.  
α = 1% α  = 2,5% α  = 5% α  = 10%  ATIVOS 
K=50 K=100  K=250  K=50 K=100  K=250  K=50 K=100  K=250  K=50 K=100  K=250 
PETR4  3,03%  2,09%  1,71%  4,58%  3,52%  3,31%  7,41%  6,12%  5,91%  12,34%  11,28% 11,16% 
ELET6  2,94%  1,89%  1,60%  4,28%  3,62%  3,20%  7,11%  6,33%  6,41%  12,04%  10,71% 10,55% 
BBDC4  2,89%  1,89%  1,49%  4,43%  3,37%  2,87%  6,92%  6,02%  5,86%  12,69%  11,89%  11,82% 
CEMIG4  2,89%  1,99%  1,93%  4,28%  3,42%  2,98%  6,92%  5,71% 6,02% 12,44%  11,17%  11,44% 
ITAU4  3,18%  2,24%  1,77%  4,43%  3,98%  3,20%  7,21%  6,38%  5,80%  12,39%  11,38%  11,77% 
VALE5  3,08%  2,14%  1,88%  4,38%  3,57%  3,31%  7,16%  6,22%  5,75%  12,04%  11,07% 11,05% 
PETR3  2,84%  1,89%  1,60%  4,58%  3,37%  3,26%  7,11%  6,07%  5,75%  12,19%  11,17%  11,82% 
USIM5  3,18%  2,04%  1,55%  4,63%  3,57%  2,98%  7,11%  6,53%  6,13%  12,49%  11,17% 11,27% 
CSNA3  2,59%  2,04%  1,82%  4,33%  3,52%  3,09%  7,36%  6,12%  5,75%  12,24%  11,58%  11,99% 
ELET3  3,28%  2,30%  1,93%  4,43%  3,93%  3,37%  6,87%  6,17%  5,97%  11,74%  10,92% 10,77% 
Carteira  3,28%  2,09%  1,66%  4,23%  3,37%  3,15%  6,82%  6,22%  5,52%  12,34%  11,53%  11,44% 








Inf.  1,46%  1,47% 1,49% 3,21%  3,22% 3,25% 5,98%  5,99% 6,03% 11,34% 11,35% 11,41% 
Obs.: Os lambdas utilizados variam a cada 100 dias da amostra, e são obtidos por processo de otimização. 
São utilizados os níveis de significância de 1%, 2,5%, 5% e 10%, e janelas móveis de 50 dias, 100 dias e 
250 dias para o cálculo do VaR e do ES. 
 
Da análise desses resultados, questiona-se se fica descartada a utilidade do 
Expected Shortfall, uma vez que tal medida é calculada a partir do VaR, o qual foi 
rejeitado pelo teste de Kupiec ao nível de 5% para algumas combinações de parâmetros. 
Entende-se que não, já que esse resultado indica que o VaR calculado não está tendo um 
desempenho satisfatório em fazer aquilo a que se propõe: definir a perda máxima 
esperada com uma determinada probabilidade para o horizonte de 1 dia útil, o que em 
termos do backtest  significa acertar o percentual das violações do VaR. Já o ES 
pretende informar a perda esperada, uma vez que o VaR tenha sido violado, o que não 
tem o mesmo significado e, portanto, deve ser testado de forma independente do VaR. 
Em Silva (2004), o teste da razão de verossimilhança caudal de Berkowitz 
(2001) foi aplicado somente à metodologia Analítica, pois é a única que faz suposição 
acerca da distribuição dos retornos, descrevendo a distribuição e seus parâmetros. Neste 
trabalho, esse teste foi aplicado também às metodologias Histórica e Híbrida. A tabela 5 
apresenta as razões de verossimilhança caudal do teste de Berkowitz (2001), calculadas 
para os 10 ativos e para a carteira para os diferentes níveis de significância do VaR e do   18 
ES, considerando toda a série de retornos do período de 5/jul/1994 a 31/out/2003. Para 
as metodologias Histórica e Híbrida, considera-se o cálculo com janela de 250 dias. Os 
lambdas utilizados nas metodologias Analítica e Híbrida variam a cada 100 dias da 
amostra e são obtidos por processo de otimização. 
Se a razão de verossimilhança caudal encontrada para o ativo é menor do que o 
valor crítico do teste de hipóteses, igual a 5,99, que é a inversa da função de distribuição 
acumulada da Qui-quadrada com 2 graus de liberdade para o nível de significância do 
teste de 5%, a hipótese nula não é rejeitada, ou seja, a estimativa sobre a distribuição 
dos retornos não é recusada. Os casos de rejeição estão grifados em negrito. No caso da 
metodologia Analítica, os resultados do teste caudal de Berkowitz são bons somente 
para o nível de significância 1%, o que significa que a suposição para os retornos de 
normalidade com uma média zero e volatilidade calculada pela metodologia EWMA é 
uma boa estimativa somente na cauda até o percentil 1%.Para os níveis de significância 
de 2,5%, 5% e 10%, houve rejeições para a maioria dos ativos. Para a metodologia 
Histórica, os resultados são excelentes para todos os níveis de significância, indicando 
que não é rejeitada a suposição de que a janela com os últimos 250 retornos descreve a 
distribuição de probabilidade do retorno do dia seguinte. Os resultados para a 
metodologia Híbrida foram muito ruins, com rejeição para a grande maioria dos ativos 
em todos os níveis de significância, os quais definiram o tamanho da cauda a ser 
analisada, o que significa que a suposição de que a distribuição de freqüência com os 
últimos 250 retornos, com pesos dados conforme a proximidade da informação, não é 
uma boa estimativa para a distribuição do retorno do dia seguinte. 
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Tabela 5 - Razão de verossimilhança caudal do teste de Berkowitz calculada para 
as dez ações mais líquidas da Bovespa e para a carteira igualmente ponderada, 
para os níveis de significância do VaR e do ES, para as metodologias Histórica, 
Analítica e Híbrida, considerando toda a série de retornos, com valor crítico do 
teste igual a 5,99.  
α = 1%  α = 2,5%  α = 5%  α = 10% 
Ativo 
Hist.  Analít.  Híb.  Hist.  Analít.  Híb.  Hist.  Analít.  Híb.  Hist.  Analít.  Híb. 
PETR4  3,60  2,83  13,34  0,39  11,11  2,86  0,77  6,53  10,61  2,52  13,66  8,85 
ELET6  2,81  7,48  12,93  2,65  15,21  24,55  0,20  7,43  35,25  0,48  11,31  20,55 
BBDC4  1,27  5,83  23,01  1,84  7,65  18,74  0,74  14,52  21,33  0,26  11,77  6,73 
CEMIG4  2,81  5,67  4,64  0,73  17,70  11,98  0,87  9,86  16,82  0,74  10,06  9,78 
ITAU4  1,92  3,67  3,91  1,08  13,35  7,74  0,54  8,08  11,01  0,12  6,51  5,52 
VALE5  2,51  8,36  10,91  2,24  14,25  25,01  0,79  16,86  23,64  2,39  21,39  13,68 
PETR3  2,34  3,09  3,67  0,94  11,16  4,14  0,35  10,03  10,28  1,93  18,67  3,13 
USIM5  4,23  2,58  9,46  0,12  7,02  18,89  0,20  11,16  23,71  0,80  7,24  21,84 
CSNA3  5,45  3,88  17,58  1,89  13,43  16,97  0,02  9,32  36,39  0,56  11,81  29,60 
ELET3  6,89  4,00  24,18  2,59  8,38  30,22  0,04  4,29  54,72  0,05  5,14  36,54 
CART.  3,41  6,62  17,99  1,08  6,12  23,61  0,16  2,67  32,17  0,43  6,30  16,88 
Obs.: Para as metodologias Histórica e Híbrida considera-se a janela de cálculo de 250 dias. Os lambdas 
utilizados nas metodologias Analítica e Híbrida variam a cada 100 dias da amostra, e são obtidos por 
processo de otimização. 
 
A tabela 6 apresenta a quantidade de ativos em que, pelo critério de Pitman, o 
ES analítico fica mais vezes mais próximo da perda quando esta supera o VaR em 
comparação com o ES histórico (ES analítico f ES híst.), ou então em que o ES 
histórico fica mais vezes mais próximo da perda quando esta supera o VaR em 
comparação com o ES híbrido (ES hist. f ES híbr.), ou então em que o ES analítico 
fica mais vezes mais próximo da perda quando esta supera o VaR em comparação com 
o ES híbrido (ES analítico f ES híbr.). 
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Tabela 6 - Resultado do critério de Pitman para as dez ações mais líquidas da 
Bovespa em novembro de 2003, e para a carteira igualmente ponderada, 
comparando-se dois a dois o ES analítico, o ES histórico e o ES híbrido nos dias em 
que houve falha comum do VaR pelas três metodologias, abrangendo o período de 
4/jul/1994 a 31/out/2003. 
Parâmetros  Quantidade de ativos em que: 
Nível  Janela 
     
50  9  0  10 
100  10  1  9  1% 
250  6  6  3 
50  9  1  9 
100  6  4  5  2,5% 
250  4  3  4 
50  8  5  11 
100  9  3  8  5% 
250  9  6  4 
50  5  3  0 
100  8  4  3  10% 
250  8  1  4 
Total/complemento  91 / 41  37 / 95  70 / 62 
 
O total apresentado na tabela 6 pode ser entendido como pontos a favor da 
sentença no cabeçalho da tabela, e o complemento reflete os pontos favoráveis à 
sentença contrária. O ES da metodologia Analítica é o que mais se aproxima da perda 
quando esta supera o VaR, seguido do ES híbrido e, por último, do ES 
histórico.Todavia, o critério de Pitman não pode ser considerado muito conclusivo, pois 
o resultado do ES analítico é bem próximo do ES híbrido (70/62).São calculadas, então, 
somente para a carteira, mais duas medidas de afastamento para a comparação das três 
formas de se calcular o Expected Shortfall: o somatório dos desvios entre o ES e a perda 
do dia seguinte quando esta é superior ao VaR das três metodologias e o somatório dos 
quadrados desses mesmos desvios. A análise é feita com base nos somatórios, porém 
estes equivalem a desvios médios simples e desvios médios quadráticos, pois o divisor 
para se chegar à média é o mesmo, o número de falhas comuns do VaR das três 
metodologias. 
A tabela 7 apresenta somente para a carteira o somatório dos desvios entre o ES 
calculado pelas metodologias Histórica, Analítica e Híbrida e a perda do dia seguinte 
quando esta é ao mesmo tempo superior ao VaR calculado por estas três metodologias e 
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apresenta também o somatório desses desvios elevados ao quadrado. Os valores 
apresentados têm por base o VaR e o Expected Shortfall calculados com os níveis de 
significância de 1%, 2,5%, 5% e 10%, e janela móvel de 250 dias. Os resultados com a 
janela de cálculo de 250 dias são considerados os mais relevantes em razão de não 
subestimarem o valor do VaR, conforme o trabalho de Pristker (2001). São 
considerados somente os resultados para a carteira e não para os dez ativos 
individualmente, primeiro porque a quantidade de informações resultante seria muito 
grande e pouco conclusiva, segundo porque o objetivo final sempre é a carteira, sendo 
também por isso que é utilizado o processo de otimização dos lambdas visando a um 
melhor resultado para a carteira. 
 
Tabela 7 – Somatórios dos desvios entre o ES calculado pelas metodologias 
Histórica, Analítica e Híbrida e a perda do dia seguinte quando esta é superior ao 
VaR calculado por essas três metodologias e somatório desses desvios elevados ao 
quadrado.  
Somatório do (ES - PerdaSuperiorVaR)  Somatório do (ES - PerdaSuperiorVaR)
2  Nível de 
Significância  Histórico Analítico Híbrido Histórico Analítico Híbrido 
1% 0,138 0,243  0,131  0,012  0,012  0,012 
2,5% 0,413  0,332 0,237  0,022  0,019  0,020 
5% 0,507 0,551  0,394  0,041  0,028  0,028 
10% 0,561  0,636  0,480  0,065  0,041  0,041 
Obs.: Os valores apresentados têm por base o VaR e o Expected Shortfall da carteira calculados 
com os níveis de significância de 1, 2,5, 5 e 10%, e janela móvel de 250 dias. 
 
  Nos resultados com o somatório dos desvios, percebe-se claramente a 
superioridade da metodologia Híbrida em fornecer um ES que mais se aproxima da 
perda quando esta é superior ao VaR, apresentando somatórios consideravelmente 
inferiores aos das duas outras metodologias. Já nos resultados com o somatório dos 
desvios ao quadrado, o produto das metodologias Analítica e Híbrida é praticamente 
igual, fornecendo um ES mais próximo da perda do que a metodologia Histórica. 
   22 
4. Conclusões 
 
Observou-se com freqüência a ocorrência de falhas na sub-aditividade do VaR 
histórico e híbrido no mercado brasileiro de ações. Não foi possível estabelecer uma 
regra dizendo se a sua ocorrência era mais fácil de ser observada quando se trabalhava 
com janelas maiores ou menores, com alfas menores ou maiores. Conclui-se que a 
ocorrência de falhas está relacionada à disposição dos retornos dos ativos nas séries de 
dados, ou seja, depende principalmente da própria distribuição dos retornos. 
A inédita proposta de se calcular o Expected Shortfall por uma metodologia 
Híbrida satisfaz à propriedade da sub-aditividade e, portanto, também é uma medida 
coerente de risco, pelo menos no que se refere à sub-aditividade. A propriedade básica 
de que a soma dos mínimos é sempre menor ou igual ao mínimo da soma explica a sub-
aditividade do ES histórico descrita em Silva (2004) aplica-se também ao ES híbrido, 
pois os pesos aplicados aos retornos podem ser vistos como freqüências destes, e o ES 
híbrido é uma média ponderada dos retornos em ordem crescente até uma mesma 
posição em todos os ativos. 
Diferentemente de Silva (2004), conclui-se que o teste de razão de 
verossimilhança caudal de Berkowitz é aplicável também às metodologias Histórica e 
Híbrida, conforme descrito aqui neste trabalho. Pelos resultados do teste, conclui-se que 
a metodologia Histórica foi a única satisfatória no sentido de fazer uma estimativa 
acerca da distribuição dos retornos que corresponde aos retornos efetivamente 
realizados, em todos os níveis de significância, os quais definiram diferentes tamanhos 
de cauda da distribuição. As metodologias Analítica e Híbrida foram rejeitadas na 
maioria dos ativos para os diferentes níveis de significância, conforme a tabela 5. 
O critério de Pitman (1937) não foi muito conclusivo, pois o Expected Shortfall 
calculado pela metodologia Analítica com uso da volatilidade EWMA foi tão 
satisfatório quanto o calculado pela metodologia Híbrida, ambas superando a 
metodologia Histórica. No geral, o Expected Shortfall da metodologia Analítica com 
EWMA e o da Híbrida são os que mais se aproximam da perda do dia seguinte quando 
esta é superior ao VaR calculado pelas três metodologias. Entretanto, ao se analisar o 
desvio médio simples e o desvio médio quadrático, conclui-se que a metodologia   23 
Híbrida é a que leva ao Expected Shortfallque mais se aproxima da perda quando esta 
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